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表面波有效相速度近似分析方法 
柴华友，韦昌富，白世伟 

（中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，武汉 430071） 
 

摘  要：分层介质中瑞利面波有多个模态，表面瞬态响应是多个模态响应的叠加。在近场，面波模态响应传播速度随传播距

离而变化；在远场，其趋于模态相速度。由分层介质表面两不同点响应互谱分析(SASW)得到的有效相速度并不对应于面波

基阶模态相速度，它与波场中高阶模态能量分配比例有关。有效相速度随传播距离而变化，近场体波对有效相速度影响较大。

对分层介质在简谐荷载下表面质点位移响应进行了互谱分析，得到了有效相速度理论值，通过理论值与测试值匹配分析可估

算分层参数，该分析方法考虑了近场及高阶面波模态对有效相速度的影响。 
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Approximate approach to analyzing effective velocity of surface waves 
 

CHAI Hua-you,  WEI Chang-fu,  BAI Shi-wei 
(State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics,  

Chinese Academy of Sciences, Wuhan 430071, China) 
 

Abstract: The Rayleigh waves on layered systems are of multimode. The transient responses of the surface are comprised of ones of 
multimodes. In the near field where propagating distance is small relative to the wavelength, the propagating velocities of modal 
responses vary with the distance from the loading center, and approach to the phase velocities of modes in the far field. Affected by 
higher Rayleigh wave modes in the surface wave field, the effective phase velocity obtained by spectral analysis of surface waves 
(SASW) is not corresponding to the phase velocity of the fundamental mode. The effective phase velocity varies with the propagating 
distance. In the near field, the body waves have great influences on the effective phase velocity. The theoretical effective phase 
velocities can be got by spectral analysis of the discrete solution of surface displacement; the layer parameters can be evaluated by 
matching the measured phase velocity data with the theoretical ones. Influences of the near field as well as higher modes on the 
effective phase velocity are taken into consideration in this method. 
Key words: surface waves; mode; phase velocity; effective phase velocity; SASW 
 

1  引  言 

瑞利面波各阶模态频散曲线与分层参数有紧密

联系，通过对模态频散曲线分析可以得到分层物理

力学参数[1－6]。在剖面刚度随深度递增的场地，瑞

利面波基阶模态影响是主要的，无论是采用 f - k 分
析还是表面波互谱分析（SASW）方法，由表面响

应得到的频散数据与瑞利波基阶模态频散曲线接 
近[2, 7, 8]。基于分层模型，通过对面波基阶模态频散

曲线分析，可以得到剖面剪切波速[9]。但当剖面刚

度随深度反常变化时，高阶模态影响增加，波场不

同频率区间参与的模态阶次及数量不同。SASW 是

通过相位展开方法得到相速度，高阶模态相位差计

算要利用低阶模态产生的相位折叠[10]，只能得到所

谓的“有效相速度”[11]。由于相同频率不同模态的

相速度是不同的，在表面波场中，随着传播距离增

加，这些模态会逐渐分离。从理论上讲， f - k 域分

析可以分离出主导表面波场的面波模态，但在有限

的测试空间，难以分离出面波不同模态，更不用说

传播特性接近的模态[12]。在大多数情况下，基于谱

极值的 f - k 分析也只能得到各模态叠加后能量团

的传播速度， f - k 分析得到速度随频率变化曲线与

SASW 得到的相速度曲线关联程度很高[7, 8, 13]。除了

模态难分离外，近场对 SASW 分析法及 f - k 分析

法有较大影响，具体表现为：（1）表面波场中体波

的相对能量较大，利用表面响应得到的有效相速度
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不完全对应于面波相速度；（2）面波模态响应传播

速度不同于模态相速度，这样，即使表面响应只有

一个面波模态响应，在近场也无法得到模态相速度。

基于以上分析，由表面响应信号得到的相速度与分

层介质中面波模态频散曲线有较大的差别，建立有

效相速度与剖面参数间的关系可以推动基于互谱分

析及 f - k 分析的瞬态表面波测试方法在工程中应

用。 
在平稳波场中，Tokimatsu 等[14]给出竖直及水平

向有效相速度与各阶瑞利面波模态相速度、水平、

竖直向质点速度比等参数间的关系。然而，在近场，

表面波场不是平稳的，有效相速度随传播距离而变

化。为了消除近场影响，测试相速度数据需进行筛

选。由于场地分层数量、厚度及剖面参数不同，波

场中起主导作用的面波模态阶次、数量不同，直达

体波能量大小也不同，很难有统一的筛选准则[15]，

部分筛选准则对测试要求苛刻，场地范围难以满足。

本文尝试考虑近场及高阶模态影响的有效相速度分

析方法。 
为了便于区分，本文模态相速度系指在自由状

态下，瑞利波模态（波阵面为平面或柱面状）在分

层介质中的传播速度；在动荷载下，表面响应为多

个模态响应叠加，根据表面响应计算的相速度为有

效相速度。 

2  简谐荷载波场分析 

将半无限水平分层介质按一定要求细化成 n 个

薄层[2]，刚度矩阵求解问题可简化成广义特征问题，

利用广义特征值分析可以得到距荷载中心 ( )r r R

处 P-SV 波水平向及竖直向表面质点位移响应离散

解[16]（先不考虑时间项 exp(i )t ）： 
1 1 (2)
u w 11 1

1
1
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式中：R 为荷载作用半径；q 为幅值； N 为薄层总

自由度数量 ( 2 )N n ； ,lk  1
u

l , 1
w

l 分别为第 l 阶特

征值、归一化之后水平向、竖直向特征向量在分层

系统自由表面分量（这里特征向量意义与结构有限

元中振型相同），部分特征值、特征向量与瑞利波模

态波数、位移对应。所有振型的响应叠加后，就可

以得到简谐荷载下表面响应（同结构有限元中振型

叠加法）； 1J 为 1 阶贝塞尔函数； (2) (2)
0 1,  H H 分别为

0 阶、1 阶第 2 类 Hankel 函数。利用式（1）可以研

究近场、远场波动特点。 

式（1）中第 2 类 Hankel 函数可写为 
(2) ( ) ( ) ( )m m mH x J x iY x          （2） 

式中： ( ),  ( )m mJ x Y x 分别为 m 阶第 1 类、第 2 类贝

塞尔函数。当 x 较大时， ( ),  ( )m mJ x Y x 的近似式为[17] 

2 π π( ) cos
π 4 2m

mJ x x
x

    
 

      （3） 

2 π π( ) sin
π 4 2m

mY x x
x

    
 

       （4） 

当 0,  1m  ， 0 1( ),  ( ),J x J x 0 1( ),  ( )Y x Y x 精确值与

近似式比较见图 1。 

 

 
       (a) 0 阶 

 
(b) 1 阶 

图 1  0 阶和 1 阶 Bessel 函数及其近似表达式结果比较 
Fig.1  Comparison of the zeroth order and the first order 

Bessel functions and their approximate expressions 

 
从图 1 可以看出，对 0 阶第 2 类 Hankel 函数，

当 2x≥ ，式（3）、式（4）有很高近似精度。这样，

当 2lk r ≥ ，即当 / π / 3l lr  ≥ ，式（1）第 l 阶振

型的表面竖向位移可近似为 

1 1 2
w 1

i π 2( ) ( ) ( )
2 π

π πcos isin /
4 4
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l l
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   （5） 
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对 1 阶第 2 类 Hankel 函数，当 5x≥ ，式（3）、
式（4）近似精度较高。当 5lk r ≥ ，也即当 r ≥  
5 /(2π)l l  ，第 l 阶振型的表面水平位移响应可近

似为 

1 1 1
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i π 2( ) ( )
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4 4
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 （6） 

式（5）、式（6）可写成指数形式： 
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假设与第 l 阶振型对应的是面波模态，式（1）、
式（7）、式（8）与时间项 exp(i )t 结合后可知，在

近场（指传播距离相对波长较小），模态水平向及竖

直向响应传播速度随距离变化，在远场接近模态速

度 ( / )l l lc c k 。 
在半无限弹性空间，瑞利波仅有一个模态，且

其相速度与介质剪切波速、泊松比有关[2]，不同位

置有效相速度（由表面质点位移响应计算得到）与

模态相速度比较[18]见图 2。由图可以看出，近场表

面波相速度随传播距离、泊松比变化较大。随泊松

比增加，P 波的波速、波长增加，衰减相对变慢[19]，

波场中瑞利面波能量分配比例减少，体波对表面波

相速度影响增加；随着传播距离的增加，体波几何

衰减比瑞利波快，表面波场以瑞利波为主，传播速

度趋于模态相速度（速度比值趋于 1）。 

3  表面波有效相速度计算 

3.1  平稳波场有效相速度 
对功率谱估计不随时间、位置变化的平稳波场，

若表面波场中各个面波模态传播互不干扰，考虑高

阶面波模态影响，Aki 给出了平均有效相速度 c 的

表达式[14]： 

1 1
cos(2π / ) cos(2π / ) /

N N

l l l
l l

fD c P fD c P
 

     （9） 

式中： lc 为第 l 阶模态相速度；D 为两测点距； lP 为

第 l 阶模态功率谱密度函数。由互谱分析知道 c   
2π /fD  ， 为绝对相位差。这样，cos(2π / )lfD c 为 

 
        (a) 

 

 
         (b) 

图 2  不同泊松比下相速度/瑞利波速随距离/瑞利波长变化 
Fig.2  Variation of the ratio of phase velocity to Rayleigh  

wave velocity with the ratio of distance to Rayleigh 
wavelength for different Poisson’s ratios 

 
第 l 阶模态在测点间相位差余弦。式（9）为 N 个模

态响应叠加后，表面波在测点间相位差余弦与各阶

模态在测点间相位差余弦及其功率谱加权平均有

关。利用传递矩阵方法得到波场中 N 个面波模态位

移解，然后利用式（9）可得到 N 个模态叠加后竖

直向及水平向面波有效相速度[14]。传递矩阵快速算

法不适合复模量运算[3]，无法考虑波的阻尼衰减。

刚度矩阵方法可进行复数运算，式（1）、式（7）、
式（8）中复特征值及特征值向量的虚部代表阻尼影

响[2]。在远场，由式（7）、（8）可知，第 l 阶模态

水平向位移的振幅 u
lA 和竖直向位移的振幅 w

lA 分别

为 

1 1
u u w 1 3

π 2( )
2 π

l l l
l

l

qRA J k R
k r

          （10） 

1 2
w w 1 3
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l

l

qRA J k R
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         （11） 

式中：|  |为复数模。 
或写成： 

3
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u u w 1 3

π 2( / )
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l l l l
l
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r
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3
1 2

w w 1 3

π 2( ) ( )
2 π

l l l
l

qR cA J R c
r
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

       （13） 

功率谱与振幅是平方关系，利用式（9）得 

w
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（15） 
式（14）、式（15）是基于 Aki 表达式，利用刚

度矩阵方法得到的平稳波场有效相速度。 
3.2  瞬态波场有效相速度 

表面波在近场是非平稳的，为了考虑这些因素

及实测分析方法（表面波互谱分析方法）对结果的

影响，对两测点竖直向表面质点位移（或速度）作

互谱分析，由式（1）得 

1 2 1 2

2 1 2 (2)
w 1 10

1

1 2 (2)
1 20

1

( ) ( )

π  ( ) ( ) ( ) ( ) /
2

  ( ) ( ) ( ) /

r r
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w l l l
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w w r w r

qR J k R H k r k

J k R H k r k









 





  

（16）

 

式中：上横线“￣”表示共轭复数， 2( )w r 为共轭的

竖向位移。 
或者写成： 

1 2 1 2

2 2
1 2 w( ) ( ) Re ( )  Im ( )exp(i )r r r rw r w r w w    （17） 

式中：Re，Im 分别表示实部、虚部。根据实部、虚

部所在象限可以得到范围在(－π～＋π)之间的折叠

相位差 w 。 
相位差 w 满足： 

1 2 1 2wtan Im( )/ Re( )r r r rw w        （18） 

折叠相位差展开后得到绝对相位差 w ，根据相

位差及测点距得到竖直向有效相速度： 

w 2 1 w2π ( ) /c f r r            （19） 

上述方法考虑了介质阻尼及测点位置对有效

相速度的影响，与实测分析过程相同。 
在一般岩土工程实践中，表面波测试最大频率

在 200 Hz 以下，面波模态数量有限，如果忽略体波

的影响（由测试波列中体波走时与瑞利波走时的差

异，对体波进行切除，可降低体波影响），剔除式（16）
与面波模态无关的振型响应，则计算量会大大减少。

在仅考虑面波模态情况下，当 mk r 较大时（ 1,  2,m   
3, ,  M ，M 为面波模态的数量），式（16）可简化

为 

1 2 1 2

2
w 1 w 2

1 11 2

( ) ( )

π 2 1     ( ) exp( i ) exp(i )
2 π

r r

M M
m m

m m
m m

w w r w r

qR A k r A k r
r r  

 

 
 

（20） 
式中： 1 2 3/2

w w 1( ) ( )m m
m mA J k R k  。 

式（20）可改写为 

1 2

2
w w 1

11 2

w w 2
1

π 2 1( ) | | exp(i )exp( i )
2 π

   | | exp( i )exp(i )

M
m m

r r m
m

M
m m

m
m

qRw A k r
r r

A k r









  






 

（21） 
式中： w w wtan Im( )/ Re( )m m mA A  。 

岩土场地剖面刚度大致有两种情形：（1）随着

深度递增；（2）随着深度反常变化。为了检验上述

方法，假设两种不同情形分层参数，如表 1 所示。

取振源作用面半径 R  0.1 m，由式（16）～（19）
得到距振源中心 1r  4 m， 2r  6 m 两点间理论有效

相速度。若忽略体波的影响，仅考虑面波模态，理

论值与前几阶模态频散曲线比较见图 3。由图可以

看出，对情形 I，面波基阶模态在波场占主导地位，

SASW 计算的有效相速度接近基阶模态频散曲线；

对情形 II，随着频率增加，高阶模态影响增加，有

效相速度随之变化。 
利用上述方法得到的有效相速度与式（14）得

到的结果比较见图 4。可以看出，在传播距离相对

波长较大情况下（远场），用 SASW 方法得到的有

效相速度与 Aki 法结果接近，这是由于在远场，模

态响应传播速度接近模态相速度，不随距离变化，

波场近似看作平稳的。随着波长增加，波场是非平

稳的，两者结果差别增大。 

 
表 1  模型参数 

Table 1  Parameters of models 

分层状况 
层厚 
/ m 

剪切波速 
/ m·s-1 

密度 
/ g·cm-3 

阻尼比 泊松比 

2.0 150 1.90 0.025 0.4 

4.0 200 1.90 0.015 0.35 情形 I 

∞ 250 1.90 0.010 0.3 

2.0 200 1.90 0.015 0.35 

4.0 150 1.90 0.025 0.4 情形 II 

∞ 250 1.90 0.010 0.3 
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     (a) 情形 I 

 

 
     (b) 情形 II 

图 3  有效相速度曲线与模态频散曲线比较 
Fig.3  Comparison of the effective phase velocity curve and 

dispersion curves of modes 

 

 
     (a) 情形 I 

 

 
     (b) 情形 II 

图 4  Aki 法有效相速度与 SASW 法结果比较 
Fig.4  Comparison of the effective phase velocity curves 

calculated by Aki and SASW methods 

4  数值模拟计算 

时间步长、网格尺寸及阻尼等有关参数对有限

元模拟面波响应的影响，Zerwer 等[20]进行了详细的

研究。Ryden 等[21]用有限元方法模拟路面响应。结

果表明：只要时间步长、网格尺寸满足一定条件，

模拟精度可以满足分析要求。下面用 ANSYS 数值

模拟分层介质表面距振源中心 10 m范围内各点质点

速度响应，用 SASW 法分析表面质点响应得到 15～
100 Hz 频率范围相速度数据。轴对称模型尺寸为 
30 m×20 m，自由边界，模型物理力学参数见表 2。
由于高频面波波长小，影响深度浅，因此，采用变

尺寸网格，接近表面的网格较小，随深度增加网格

尺寸增大。根据有效相速度在高频趋于表层介质瑞

利波速这一特点[7, 8]，算例 I 和算例 II 最小波长分别

为 min max/ 150/100c f    1.5 m， min max/c f    
200/100  2 m，取最小网格尺寸为 0.1 m，保证一

个波长范围内至少有 10 个单元，时间步长为 5× 
10-5 s。模型底面及侧面边界距表面计算点较远。这

样，波经几何及阻尼衰减后，在边界散射能量微弱，

同时由于散射波时间延迟增大，保证在计算时间窗

口内散射波不会影响，即使在计算时间窗口内，出

现散射波干扰，也易于切除。根据表面波列中直达

波与瑞利波走时差别，切除部分直达波，降低直达

波影响，这样理论计算时只选取面波模态，提高计

算效率。对距振源中心 5 m 和 10 m 处有限元计算

的质点速度响应作互谱分析，得到有效相速度（称

为计算值）。根据分层参数，按式（16）～（19）得

到理论有效相速度。有效相速度计算值与理论值比

较见图 5，两者匹配程度差异可能是由数值模拟计

算误差造成的，但从两者整体匹配程度及高频、低

频渐近趋势一致性可以看出，用式（16）～（19）
可以对测试计算值进行分析。 

5  场地测试初步分析 

荆东高速公路某段路基有 2 m 左右厚度填土，

并经初步碾压。面波两测点距振源分别为 2，8 m， 
测点间表面波有效相速度计算值如图 6 所示，最大

探测波长约为 15 m。根据勘探报告，波长深度内场

地大致分为 3 层：填土、软塑黏土、硬塑黏土，探

测深度以下场地分层对有效相速度影响较小，与第

3 层结合近似作为底层。由于缺乏其他波速测试资

料（如跨孔法、单孔法等），这里根据勘探报告分层

厚度及土性波速取值范围[22]，在波速取值范围试凑

参数使有效相速度计算值与理论值达到较好匹配，

分层参数取值见表 3。 
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表 2  模型参数 
Table 2  Parameters of models 

算例 
层厚 
/ m 

剪切波速 
/ m·s-1 

密度 
/ g·cm-3 

 阻尼 
/ s-1 

 阻尼 
/ 10-5 s 

泊松比 阻尼比 

2.0 150 1.90 5.0 10 0.3 0.02 
2.0 200 1.90 5.0 5 0.3 0.015 算例 I 
16.0 250 1.90 5.0 5 0.3 0.01 

2.0 200 1.90 5.0 5 0.3 0.015 
2.0 150 1.90 5.0 10 0.3 0.02 算例 II 
16.0 250 1.90 5.0 5 0.3 0.01 

 

 
      (a) 算例 I 

 

 
    (b) 算例 II 

图 5  有效相速度计算值与理论值比较 
Fig.5  Comparison of the calculated and the theoretical 

effective phase velocities 

 

 
图 6  路基系统有效相速度计算值与理论值比较 

Fig.6  Comparison of the calculated and the theoretical 
phase velocities for a road system 

 
表 3  路基分层参数 

Table 3  Parameters for a road system 
层厚 
/ m 

剪切波速 
/ m·s-1 

密度 
/ g·cm-3 

阻尼比 泊松比 

2.0 95 1.90 0.012 5 0.4 
2.0 190 1.90 0.010 0 0.35 
底层 250 1.90 0.010 0 0.35 

沌口国家某储粮基地，填土厚 5～6 m，局部夹

杂淤泥，下部是厚度约 10 m 的老黏土，用强夯方

法来改善基础浅部。在强夯后场地进行表面波测试，

两测点距振源分别为 10，20 m。根据勘探报告，将

场地粗略地划分成 3 层，在土性波速取值范围调整

参数使有效相速度计算值与理论值达到匹配，分层

参数取值见表 4，计算值与理论值比较见图 7。 
 

表 4  强夯地基分层参数 
Table 4  Parameters for a weight compacted foundation 

层厚 
/ m 

剪切波速 
/ m·s-1 

密度 
/ g·cm-3 

阻尼比 泊松比 

3.5 165 1.90 0.010 0.35 
2.0 100 1.70 0.015 0.40 
底层 230 1.90 0.010 0.35 

 

 
图 7  强夯场地有效相速度计算值与理论值比较 

Fig.7  Comparison of the calculated and the theoretical 
phase velocities for a weight compacted foundation 

 
虽然缺乏跨孔法、单孔法等其他波速测试资料

验证表 3、表 4 数据可信度，但分析采用勘探分层，

试凑波速也在土性合理取值范围内，初步说明用式

（16）～（19）分析测试计算值是可行性。 

6  结  论 

（1）分层介质中面波有多个模态，表面响应是

各模态响应叠加。在近场，模态响应传播速度随传

播距离变化；在远场，其趋于模态相速度。 
（2）由表面响应得到的有效相速度与波场中各

阶面波模态能量分配有关，在剖面刚度随深度反常

变化场地，高阶模态的影响增加。 
（3）在近场，体波能量较大，体波对有效相速

度的影响不可忽视。 
（4）利用刚度矩阵方法得到分层介质表面质点

位移响应；对位移响应作互谱分析，得到理论有效

相速度。由实测响应计算的有效相速度与理论值匹

配分析，可以确定剖面参数。该方法考虑了近场及

高阶面波模态影响，即考虑了测点位置的影响，避

免对测试数据进行筛选的麻烦。由于理论计算与测
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试数据处理都采用互谱分析，因而该分析可以更好

地模拟测试分析，避免了分析方法不同导致的误差。 
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